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stitute of Technology

2009

auf der nachsten Folie stehen die Gewinner

bitte nach vorne kommen und die Tafel(n) Schokolade abholen
jeweils fur Klasse A und Klasse B gibt es eine Tafel Schokolade
bitte unten fur ein Gruppenbild bleiben

Tutoriumsgewinner wurden vom Tutor bestimmt
Gesamtgewinner wurde von den Ubungsleitern bestimmt

Robert Geisberger, Johannes Singler — Institut iir Theoretische Informatik, Prof. Sanders
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Preisverleihung A\KIT

Tutoriums-Sieger

Tutorium 1: Georg Hinkel AB

Tutorium 2: Tobias Schiirg AB

Tutorium 5: Jan Aidel + Maximilian Schuler AB

Tutorium 6: Felix Schultze AB

Tutorium 7: Alexander Kruck + Mathis Bareis AB

Tutorium 8: Roland Kluge AB

Tutorium 9: Emanuel Poremba AB

Tutorium 11: Johann Bohler A, Tobias Dorr B

Tutorium 12: Marcus Georgi + Kevin Speckmaier AB

Tutorium 14: Alexandra Kiatipi A, Andreas Weber B

Tutorium 15: Patrick Hillert A, Jonas Fuchs + Alexander Weigel B

Tutorium 16: Max Baude + Max Peters AB

Tutorium 17: Stefan Walzer A, Georg Osang B

Tutorium 18: Markus Jung + Andreas Bauer AB

Tutorium 19: Michael Hamann AB

Tutorium 20: Bernhard Strahle + Johann Aydinbas 4,
Anna Vekliuk + Marina Poimzew B

Tutorium 21: Luben Alexandrov AB

Tutorium 23: Carlo Hermanin de Reichenfeld A,
Alexander Unseld + Busra Bedir B

Tutorium 24: Malte Vesper AB

Tutorium 25: Sven Zihlsdorf A, Ralf Hauptmann + Andreas Staudt B

Tutorium 26: Alwin Karabiowski AB

2009 Robert Geisberger, Johannes Singler — Institut iir Theoretische Informatik, Prof. Sanders ol
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I Gesamtsieger ﬂ("‘

sowohl in Klasse A als auch in Klasse B

Michael Hamann

a Klasse A: 641 ms
a Klasse B: 69 ms bei ¢ = 0.0188

4 2009 Robert Geisberger, Johannes Singler — Institut fir Theoretische Informatik, Prof. Sanders Bl betien @ \\\\\\\\\\\\\\\\\\\ (TH)
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I Organisatorisches S‘(IT

m Klausuranmeldung bis einschlieBlich Dienstag, 28.7.
a Ubungsscheinanmeldung online!

Erlaubte Hilfsmittel fiir die Klausur:

m blauer Stift

a DIN-A4 Blatt handbeschrieben

m flr die Identifikation: Studentenausweis

5 2009 Robert Geisberger, Johannes Singler — Institut fir Theoretische Informatik, Prof. Sanders Bl betien @ Universitat Karlsruhe (TH)
11. Ubung zu Algorithmen | T e nderhemromGendneenat (D) rosaumgsnnerstr - gegonse 025
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Themen fiir die Klausur T

Karlsruhe Institute of Technology

a alles!
® auller
a RAM-Code
m Wabhrscheinlichkeitsrechnung

m Die heutige Zusammenfassung umfasst NICHT annahernd alles
for die Klausur!

a Todays summary does not nearly contain everything necessary for
the exam!

2009 Robert Geisberger, Johannes Singler — Institut iir Theoretische Informatik, Prof. Sanders
11. Ubung zu Algorithmen |
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Schultmultiplikation

P=0 : N
for ] :=0ton—1do
P:=p [l n+ | Ziffern (aul3er bej = 0)
+ /I n+ 1 Ziffernadditionen (optimiert)
a-bl]| /I je n Additionen/Multiplikationen
B! /I schieben (keine Ziffernarithmetik)
Insgesamt:

n? Multiplikationen
n°+4 (n—1)(n+ 1) = 2n® — 1 Additionen

3n? — 1 < 3n? Ziffernoperationen
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Karatsuba-Ofman Multiplikation [1962]

Beobachtung: (a1 + ap) (b1 + bg) = a1b1 + aghg + a1bg + aghs

Function recMult(a, b)

assertaund b haben n = 2K Zziffern, nist Zweierpotenz

If n=1thenreturn a-b

Schreibe a als aj - BX + ag

Schreibe b als by - BX+ bg

C11:= reCI\/Iult(al, bl)

Coo:= recMult(ag, bp)

return
C11- B+
(recMult((a1 + ag), (b1 + bg)) — €11 — Cog) BX
+Coo
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Analyse
)
1 ifn=1,
T(n) <<
3-T([n/2])+10-n ifn>2.
\

— (Master-Theorem)

T(n) = ©(n"°%?) =~ ©(n*~?)
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Algorlthmlk als Algorithm Englneerlng

Algorithm {reallstlsche j‘

_ _ Modelle 1 |
Engineering i {re.ae

Eingaben
Entwurf
2
falsifizierbare

( Analyse 3 Hypothesen 5| Experimente

Induktion
4

Dediktion

Implementierun

Leistungs— )
garantien

Ze=" Fakultat fur Informatik

usbunpuamuy ~

Algorithmen—| 6
bibliotheken |
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Zwelte Vereinfachung: Asymptotik

O(f(n)) ={g(n):3c>0:3ng € Ny :¥n>ng:g(n)<c- f(n)}
Q(f(n))nhjgs(ts; S:HHC >0:3ng e N, :Vn>ng:g(n)>c- f(n)}
G>(f(lﬂ))”2w§(e :t(:; NQ(f(n))

o(f(n)) zge{n;zn) :Ve>0:3dng e Ny 1 ¥n>ng:g(n)<c- f(n)}
w(f(n))”VZVGES(er:; :Ve>0:3dng e Ny :¥n>ng:g(n)>c- f(n)}

.mehr”
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Maschinenmodell

S 21 Program Control

Pava <«
<+—» O(log Space)

WortgroRe: Genug um alle benutzten Speicherstellen zu adressieren.
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Design by Contract / Schleifeninvarianten

assert. Aussage Uber Zustand der Programmausfihrung
Vorbedingung: Bedingung fur korrektes Funktionieren einer Prozedur

Nachbedingung: Leistungsgarantie einer Prozedur,

falls Vorbedingung erfullt
Invariante: Aussage, die an ,vielen“ Stellen im Programm qilt

Schleifeninvariante: gilt vor / nach jeder Ausfuhrung des

Schleifenkorpers

Datenstrukturinvariante: gilt vor / nach jedem Aufruf einer Operation auf

abstraktem Datentyp

Hier: Invarianten als zentrales Werkzeug fur Algorithmenentwurf und

Korrektheitsbeweis.
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Schleifenanalyse~ Summen ausrechnen

Das lernen Sie in Mathe

Beispiel: Schulmultiplikation
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Master Theorem (Einfache Form)

Fiir positive Konstanten a, b, ¢, d, sei n = b¥ fir ein k € N.

)
a falls N = 1 Basisfall

cn+dr(n/b) falls n > 1teile und herrsche.
\

O(n) falls d < b
r(n) =< O(nlogn) fallsd=Dhb
@(n'ogbd) falls d > b.
d < b: z.B. Median bestimmen
d = b: z.B. mergesort, quicksort

d > b: z.B. Schulmultiplikation, Karatsuba-Ofman-Multiplikation
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Graphen

Sie kennen schon (?): Relationen, Knoten, Kanten, (un)gerichtete
Graphen, Kantengewichte, Knotengrade, Kantengewichte,

knoteninduzierte Teilgraphen.

Pfade (einfach, Hamilton-), Kreise, DAGSs

NN

undirected bldlrected
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Baume

Zusammenhang, Baume, Wurzeln, Walder, Kinder, Eltern, ...

undirected undirected rooted dlrected expressm

Tty 7

roote
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Form Follows Function

Operation List SList UArray CArray | explanation ‘*’

-] n n 1 1

- i 1 1 not with inter-list splice
first 1 1 1 1

last 1 1 1 1

insert 1 1 n n insertAfter only
remove 1 1 n n removeAfter only
pushBack 1 1 I 1* amortized
pushFront 1 1 n 1* amortized
popBack 1 n 1* 1* amortized
popFront 1 1 n 1* amortized
concat 1 1 n n

splice 1 1 n n

findNext,. .. n n n’ n* cache-efficient
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Verkettete Listen

Doppelt verkettete Listen

b= Q)

4
A
A

g .
i -
et

-'!P-.____
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Trick: dummy header

Fakultat far Informatik

i—l__—l
| |
| |
| |

‘||_|
| |
| |

11 _

Y

4

A

-

I

I

I

I

I

€1

o0

=
>

-+ Invariante immer erfullt
-+ Vermeidung vieler Sonderfalle
~~ einfach
~~ lesbar
~~ schnell
~~ testbar

~ elegant

— Speicherplatz (irrelevant bei langen Listen)

15
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Proceduresplice(a,bt : Handle)//Cut out(a, ..., b) and insert aftet

assertb is not before aAt & (a,...,b)
/
/ICut out(a, ...

a = a—prev
b’ := b—next
a —next:=b

b —prev:=4d

/linsert(a, ..., b) aftert

t’ :=t—next
b—next :=t’
a—prev .= 1

{ —next:=a
t' —prev:=Db

,b)

a a b of
[ > O&—F—> @ > @
e < * |- —o |« °
//
— o | » ° N gy —
t a b t
[ — [ — ° [ —
[| ~—=o L —® —o
//
— — ° N pr-w—
|| <o e |- e e
/l
° o ° o
|| «—F—e |« ° — o |« °
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Der Rest sind Einzeller (?)

// Moving elements around within a sequence.
/IN{...,abc....a,c,..)—(...,ac...,a,bc,...)
Procedure moveAfter(b, & : Handle) splice(b,b,a’)
ProceduremoveToFront(b : Handle) moveAfter(b, head)
ProceduremoveToBack(b : Handle) moveAfter(b, last)
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Oder doch nicht? Speicherverwaltung!

naiv / blauaugig /optimistisch:
Speicherverwaltung der Programmiersprache

~~ potentiell sehr langsam

Hier: einmal existierende Variable (z.B. St at I ¢ member in Java)
freeList enthalt ungenutzte Items.

checkFreelList stellt sicher, dass die nicht leer ist.
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Suchen

Trick: gesuchtes Element in Dummy-ltem schreiben:

Function findNext(X : Element; from : Handle) : Handle

he=x [/ Sentinel [-X j
while from — e#xdo “» e—— e ra—
« ° e < °
from.= from — next Tttt - 4)

return from

Spart Sonderfalloehandlung.

Allgemein: ein Wachter-Element (engl. Sentinel) fangt Sonderfalle ab.

~~ einfacher, schneller,. . .
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Unbeschrankte Felder (Unbounded Arrays)

(€p,...,€n).pushBack(e) ~ (€p,...,En,€),
(€0, - -,€n).popBack ~> (&g -,en_1>,
size({€p,...,€n_1)) =N .

Unbeschranke Felder — Grundidee

wie beschrankte Felder: Ein Stiick Hauptspeicher

pushBack: Element anhangen, size + +
Kein Platz?: umkopieren und (grof3er) neu anlegen

popBack: size — —

Zuviel Platz?: umkopieren und (kleiner) neu anlegen
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Amortisierte Komplexitat unbeschr. Felder |

Sei U ein anfangs leeres, unbeschranktes Feld.
Jede Operationenfolge 0 = (01, ..., Op)

von pushBack oder popBack Operationen auf U
wird in Zeit O(m) ausgefiihrt.

Sprechweise:

pushBack und popBack haben amortisiert konstante Ausflihrungszeit

Gesamtzeit

of ™ /. m |=0(1).
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Beweis: Konto-Methode (oder Versicherung)

Operation Kosten Typ

pushBack 00 (2 Token) | einzahlen

popBack ® (1 Token) | einzahlen
reallocate(2n) | Nx o (N Token) | abheben
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Stapel und Schlangen  stack

< | D
FIFO queue
deque
— — 0 = =

popFront pushFront pushBack popBac
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ClassBoundedFIFO(N : N) of Element
b: Array [0..n] of Element
h=0 :N
t=0 :N
Function isEmpty : {0,1}; return h=t

Function first : Element; assert—isEmpty; return blh|
Function size : N; return (t —h+n+1) mod (n+ 1)
ProcedurepushBack(X : Element)

assertsize< n

b[t] ;=X

t:=(t+1) mod(n+1)

Procedure popFront assert—isEmpty; h:= (h+1) mod (n+ 1)
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Hashtabellen

25

speichere Menge M C Element.
key(e) ist eindeutig fiir e € M.

unterstiitze Worterbuch-Operationen in Zeit O(1).
M.insert(e: Element): M := MU {e}
M.remove(k : Key): M =M\ {e},e=k

M.find(K : Key): return @ € M with e =k; _L falls nichts gefunden



Fakultat far Informatik

Sanders: Algorithmen iy 22, 2009 et 26

Hashing mit verketteten Listen

Implementiere die Folgen beim geschlossenen Hashing

durch einfach verkettete Listen

insert(e): Fiige €am Anfang von t[h(e)] ein.
remove(K): Durchlaufe t[h(K)].
Element € mit h(e) = k gefunden?

Vv

~~ loschen und zurickliefern.
find(K) : Durchlaufe t[h(k)].
Element € mit h(e) = k gefunden?

000

OO >t[h(K)]

~~ zuruckliefern.

OOUTRY

Sonst: | zurlickgeben.
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Universelles Hashing

Idee: nutze nur bestimmte “einfache” Hash-Funktionen

Definition 1. s# C {0..m— 1}** ist universell
falls fUr alle x, y inkey mit X y und zufalligem ke o7,

P[h(x) = h(y)] = = .

Satz 1. Fur universelle Familien von Hashfunktionen ist die
erwartetelistenlangeO(1) falls [M| = O(m).

Beweis.Fur Q = 5 haben wir immer nock [X. = 1] = =.
Der Rest geht wie vorher. []

— HWe &

27



== Fakultat far Informatik

Sanders: Algorithmenliy 22, 2009 . 28

Eine einfache universelle Famllle

M sei eine Primzahl, Key C {0,...,m—1}"

Satz 2.Fura= (ay,...,a) € {0,...,m— 1} definiere
ha(X) =axmodm,H" = {ha rae {0.m— 1}k}.

H" ist eine universelle Familie von Hash-Funktionen
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Hashing mit Linearer Suche (Linear Probing)

Offenes Hashing: zurlick zur Ursprungsidee.
Elemente werden direkt in der Tabelle gespeichert.

Kollisionen werden durch Finden anderer Stellen aufgeldst.

linear probing: Suche nachsten freien Platz.

Am Ende fange von vorn an.
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Remove

Beispiel: t = |... ,hz(),y, Z,...], remove(X)
Z

invariant Vi :t[i] # L = Vj e {h(t[i])..i—1} : t[j] # L
Procedureremove(K : Key)
for (i :=h(k); K#t[i]; i++) /I searchk
if t[i] = L then return /I nothing to do
//we plan for ahole ati.
for (j:=i+1 t[j]#L; j++)
/l Establish invariant fot|j].
if h(t[j]) <ithen
ti] :=t{j] /I Overwrite removed element
| := | // move planned hole
tli] ;==L /I erase freed entry
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Sortieren & Co

31

Gegeben: Elementfolge S= (€1, ...,€n)
Gesucht: S = (€,...,€,) mit

[] ¢ ist Permutation von S

[0 € <--- < €, fur eine lineare Ordnung *<’
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Sortieren durch Mischen

Idee: Teile und Herrsche

Function mergeSort({(e1,...,€n)) : Sequence Of Element
If n=1then return (ep) /I base case
else return merge( mergeSort({€1,...,€/n/2))),

mergeSort((€/n/2|+1,--->€n)))

Mischen (merge)

Gegeben: -‘
zwei sortierte Folge aund b I > J

Berechne:

sortierte Folge der Elemente aus aund b
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Eine vergleichsbasierte untere Schranke

Vergleichsbasiertes Sortieren: Informationen Uber Elemente nur durch
Zwei-Wege-Vergleich € < €;?.

Satz: Deterministische vergleichsbasierte Sortieralgorithmen
brauchen

nlogn—O(n)
Vergleiche im schlechtesten Fall.

Bewels:
Betrachte Eingaben, die Permutationen von 1..Nn sind.

Es gibt genau n! solche Permutationen. . .
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Quicksort — erster Versuch

Idee: Teile-und-Herrsche aber verglichen mit mergesort ,andersrum®.

Leiste Arbeit vor rekursivem Aufruf

Function quickSort(s : Sequence Of Element) . Sequence Of Element
If |s| < 1lthenreturn s
pick “some”p e s
a= (ees:e<p)
b= (ecs:e=p)
c=(ecs:e>p)
return concatenation of quickSort(a), b, and quickSort(c)
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Quicksort — Analyse im Mittel und fiir zuf. Pivot

Satz:C(n) < 2ninn < 1.45nlogn

Sei S = (€,...,€,) sortierte Eingabefolge.

Indikatorzufallsvariable: Xjj:= 1 gdw. € wird mit € verglichen.

n n

C(n):E_i;j:Z%dXij :i;JZIEX” :lzlj = 1IP } |

Lemma: P [Xj = 1] = —*%
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Quicksort: Effiziente Implementierung

L] Array-Implementierung
L] ,inplace®

[ ] generische Pivotwahl
[ ] 2-Wegevergleiche

L] groRerer Basisfall

[ ] Halbrekursive Implementierung
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Quickselect

Function select(s : Sequence Of Element; k : N) : Element

assert|s| > k

pick p € suniformly at random /I pivot key
a:=(ees:e<p K

If |a] > kthen return select(a, k)// a

b:=(ecs:e=p
if |a|+|b| > kthenreturnp //| a | b=(p,...,p)
c:=(ees:e>p)

return select(c,k—|a|—|b|) // a b

oOx o~

Satz: quickselect hat erwartete Ausfiinrungszeit O(|S|)
Bewels:hier nicht
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K Schllssel — Eimer-Sortieren (bucket sort)

ProcedureKksSort(S: Sequence of Element)
b={((),...,()) - Array [0..K — 1] of Sequence of Element
foreach e € sdo blkey(e)|.pushBack(e)
S := concatenation of b[0],. .., b|K — 1]

Zeit: O(n+K)

s—>e

UO
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Array-Implementierung

ProcedureKSortArray(a,b : Array [1..n] of Element)
c=(0,...,0) : Array [0..K—1] of N
for i := 1tondo clkeyali])]++
C=1 i
for k:=0to K—1do refew

(c([i]) a (C+Cc[k]> S SETRR -

fori:=1tondo re;er/
blclkey(ali))||:=afi]  ¢LIZLL] .

move
Y AN
o |- _ __»
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K9 Schliissel —
L eastSignificant-Digit Radix-Sortieren

Beobachtung: KSort ist stabil, d. h.,
Elemente mit gleichem SchlUssel behalten ihre relative Reihenfolge.

ProcedureLSDRadixSort(s : Sequence Of Element)
fori:==0tod—1do

_ _ . digits
redefinekey(x) as(x div K') mod K// x gl | 2
ey (X
KSOft(S) E‘é‘bpnneae% o
. ssesesces:

i .. — ]e‘f” Sy N =i g i el |

sis sorted with respect to digitsO

Zeit: O(d(n+K))
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Prioritatslisten
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Prioritatslisten (priority gueues)

Verwalte Menge M von Elementen mit Schliisseln

Insert(e): M:=MUe

DeleteMin: return and remove minM
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Binare Heaps

Heap-Eigenschaft: Baume (oder Wélder) mit YV : parent(V) <V

Bindrer Heap: Binarbaum, Hohe |logn|, fehlende Blatter rechts unten.

6/2\ 4
7/ \9 8/ \]

Beobachtung: Minimum = Wurzel
Idee: Anderungen nur entlang eines Pfades Wurzel-Blatt

~

insert, deleteMin brauchen Zeit O(logn)
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Implizite Baum-Reprasentation

1 Array h[1..n] h: [alc|g|r|d][p[h|wj][s]|z]q]
] Schicht fiir Schicht ;1234567 8 91011121¢
[ parent(j)=1]/2] a\
| VNS clg
[ ] linkes Kind(|): 2
(J) J \\
[] rechtes Kind(j): 2] + 1 rid{p|h
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Einflgen h:lalc|g|r|d|p|h{w]][s|z|d]
Procedureinsert(e: Elemeny J: 12345678 3011121:

assertn < w 3

n++; hnj:=e <

siftUp(N) r]d]p]h

a
ProceduresiftUp(i : N) k \\

assertthe heap property holds
except maybe at positian

if i=21Vvh[|i/2]] <h[i] then return

swap(h[i], h[i/2]])

siftUp(|1/2])

clb] ~_ W] |S|Z

ql,:

W] |S|Z

g

P
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lllllll
N m sy

Function deleteMin : Element

result—h[ ] . Element compare swap
L= hinf: 0= /K . / /i HAN
S|ftDown(1) /\ / // y /A\ /6
return result 498 74 98 44\98798

Proceduresiftbown(i : N)
assertheap property except, possiblyjat 2l andj =21+ 1
If 2l <nthen // 11s not a leaf
if 2141 > nVvh[2i] <h[2i+ 1] thenm:= 2 elsem:=2i 41
assert Asibling(m) \ h[sibling(m)] > h[m]
if hli] > h[m| then /I heap property violated
swap(h[i], h[m})
siftDown(m)
assertthe heap property holds for the subtree rooted at
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Binare Heap — Analyse

Satz: min dauert O(1). O
Lemma: Hohe ist | logn| O

Satz:insert dauert O(logn).
Satz: deleteMin dauert O(logn).
Beweis:zeit O(1) pro Schicht. O
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Adressierbare Prioritatslisten

Procedurebuild({e1,...,en}) M:={e,....en}

Function size return |M|

Procedureinsert(e) M:=MU{e}

Function min return minM

Function deleteMin €= minM; M:=M\ {e}; return e

Function remove(h: Handle) e=h; M:=M\{e}; return e
ProceduredecreaseKey(h : Handle,k : Key) assertkey(h) > k; key(h):=k
Proceduremerge(M’) M:=MUM’



i Fakultat fiir, Informatik

Sanders: Algorithmen.liy 22, 2009 ol 49
AdressierbareBinare Heaps / 1\
?\ I4

/N /N
Problem: Elemente bewegen sich. 4 68 9
Dadurch werden Elementverweise ungultig. '
(Ein) Auswed: Unbewegliche Vermittler-Objekte. 7
Invariante: proxy(e) verweist auf Position von €.
~~ Vermittler bel jeder Vertauschung aktualisieren. Y

3]

~~ Ruckverweis Element — Vermittler

NS

O(logn) fir alle Operationen ausser merge und buildHeap, die O(n)

Laufzelt:

brauchen.
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Statisch: Sortiertes Feld mitbhinarer Suche

[IFind min{i € 1..n+1:a[i] > k}
Function locate(a|l1..n|, k : Element)
(4,r):=(0,n+1) /I Assumea|0] = —oo, aln+ 1] =
while /41 <r do
invariant 0</<r<n+1 and aj/] <k<alr]
= |(r+¢)/2] I 6 <m<r
If k<a|m|thenr:=melsel:=m
return r

Ubung: Mussen die Sentinels o / —oo tatsachlich vorhanden sein?
Ubung: Variante von binarer Suche:

bestimme ¢, r sodass alf..r — 1] = [k,...,K], a[¢ — 1] < kund
ajr| >k
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Dynamische Sortierte Folgen — Grundoperatlonen
insert, remove, update, locate O(logn)

(M.locate(k):= min{ec M : e> k})
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Abgrenzung

Hash-Tabelle: nur insert, remove, find. Kein locate, rangeQuery

Sortiertes Feld: nur bulk-Updates. Aber:
Hybrid-Datenstruktur oder l0g % geometrisch wachsende

statische Datenstrukturen

Prioritatsliste: nur insert, deleteMin, (decreaseKey, remove). Daflr:

schnelles merge

Insgesamt: die eierlegende Wollmilchdatenstruktur.

,Etwas” langsamer als speziellere Datenstrukturen

220
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7.1 Binare Suchbaume

Blatter: Elemente einer sortierten Folge.
Innere Knotenv = (k,/,r),

(Spalt-Schliissel, linker Teilbaum, rechter Teilbaum).

Invariante:
Uber ¢ erreichbare Blatter haben Schliissel < kK Qﬁ
TN
Uber I erreichbare Blatter haben Schliissel > Kk lﬁ\
3 13
N N
Z B
e
2 5 11 19
N R R
RAEEERREERRRN r

Y
Y

Y

Y
Y

8"/&

y

A\
N~y
A
wl
A
O [y
A
\
~
A
Ny
\
= L&
)
A
[N
\]
A
o
A

|
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7.2 (a,b)-Baume

"""""""" T 2| 3
S NN N NN
RS /19
T AT
ED E=E

Blatter: Listenelemente (wie gehabt). Alle mit gleicher Tiefe!
Innere Knoten: Grad a..b

Wurzel: Grad 2..b, (Grad 1 firr ())
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Einfugen — Algorithmenskizze

Procedureinsert(e)
Finde Pfad Wurzel-nachstes Element €

{.insertBefore(e, €)
fiige key(€e) als neuen Splitter in Vorganger U
If ud=Db+ 1then

spalte U in 2 Knoten mit Graden

[((b+1)/2]. [(b+1)/2]

Weiter oben einfligen, spalten

ggf. neue Wurzel

X<b X+1
b | |b/2|b/2+
b | |br2| o2+
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Einfugen — Korrektheit

I b | b+l split 34 b
23] 5 213512 21 17 [Bh2
AR ﬂ-} ARRRR B ARRE ARhE
Vo w REERE vy Vv oy

12

Nach dem Spalten mussen zulassige Items entstehen:

I
b%lJ >asb>2a-1

Wil {(Za—zl)Jrl _ {2_2aJ .
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Entfernen — Algorithmenskizze

Procedureremove(e)
Finde Pfad Wurzel-€ T ki o Z I
{.remove(€) L |"b_ia|anC(:em" REING
entferne key(€) in Vorgénger U / %( §> /N
if ud =a—1then i 4
R vie]l [eltle] Viels) 7]
finde Nachbarn U’ vy oy Y I
if u'.d > athen balance(U’,u) ‘1 C2 C3_(_:f1___ C102C3 C4
else | X fuse !
/ o Pt |___' o L
fuse(U’, U) I ﬁ>
Weiter oben splitter entfernen ,/ K
T T
ggf. Wurzel entfernen CT C»C3 C1 Cp C3
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(a,b)-Baume
Implementierungsdetails

Etwas kompliziert. ..
Wie merkt man sich das?
Gar nicht!

Man merkt sich:

L] Invarianten

Tiefe, Knotengrade

[ ] Grundideen

split, balance, fuse

Den Rest leitet man

sich nach Bedarf neu her.

_ %" Fakultét fir Informatik
, 251

L |
if«”‘j'fi’?

Procedure ABTree::remove (K : Key)
r.removeRec(K, height, £)
if r.d = 1A height > 1thenr’:=r; r:=r’.c[1]; disposer’
Procedure ABltem::removeRec(k : Key h: N, £ : List of Element)
i:= locateLocally(K)
if h=1then
if key(cli] — e) = kthen
¢.remove(cli])
removeLocally(i)
else
c[i] — removeRec(e,h—1,/)
if c[i] — d < athen
ifi=dtheni——
s':= concatenate(c[i] — s, (g]i]),c[i + 1] — s))
c/:= concatenate(c[i] — ¢, c[i +1] — c)
d':=|c|
if d <bthen //fuse
(cli+1] —s,cfi+1] —c.cli+1 —d)=(d,cd,d)
disposec]i]; removeLocally(i)
else /Ibalance
m= [d'/2]
(cfi] — s,cfi] — c,cli] — d):=(s'[1..m—1],c[1..m], m)
(ci+1] —scli+1 —c, ci+1 —d):=
(s[m+1.d" —-1],d[m+1.d"], d—m)
sli]:= ¢ [m|
Procedure ABltem::removeLocally(i : N)
cli.d—1]:=c[i+1..d]
gi..d—2:=¢[i+1.d—1]
d——

i
i
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Zusammenfassung

[ ] Suchbaume erlauben viele effiziente Operationen auf sortierten

Folgen.
[ ] Oft logarithmische Ausflihrungszeit
L] Der schwierige Teil: logarithmische Tiefe erzwingen.

[ ] Augmentierungen ~~ zusétzliche Operationen
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Ungerichtete — gerichtete Graphen

Meist reprasentieren wir
ungerichtete Graphen durch bigerichtete Graphen

~> WIr konzentrieren uns auf gerichtete Graphen

2
//\\
1 3~\¢/’

3
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Operationen

Ziel: O(AusgabegroRe) fir alle Operationen

Grundoperationen @\
Statische Graphen

Konstruktion, Konversion und Ausgabe
(O(M+n) Zeit)

Navigation: GegebenV,

finde ausgehende Kanten.

Dynamische Graphen

Knoten/Kanten einfiigen/Idschen
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Adjazenzfelder

V=1.n oder 0.n—1
Kantenfeld E speichert Ziele

gruppiert nach Startknoten

V speichert Index der ersten ausgehenden Kante

Dummy-Eintrag V [N+ 1] speichert m+ 1

2
1 n 5=n+1
1 4 VOISIEITIT:
V \ Ay TRy
El2 (313141 2] 4
1 m /=m+]
3

Beispiel: Ausgangsgrad(V) = V|v+ 1] — V|V|
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: 282
Graphtraversierung als Kantenkla35|f|2|erung

forward
o S0——0——=0
backward -

tree
CFOSS
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Breitensuche

[ ] Einfachste Form des kiirzeste Wege Problems

[] Umgebung eines Knotens definieren

(gof. begrenzte Suchtiefe)

[ ] Einfache, effiziente Graphtraversierung

(auch wenn Reihenfolge egal)

4 \/;@\;7@\;’--@\ . tree
MA | ----»= packward
@ i @ .-..> CrosSs
\@;' C\% .- forward
\ AN JEE AN /
0 1 2 3
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Reprasentation des Baums

Feld parent speichert Vorganger.
[1 noch nicht erreicht: parent|v] = L

[] Startknoten/Wurzel: parent|S| = S
O ) )

TN
@‘%@%@ — = tree
A
/ ——= parent
S ~( C
\
A A A
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Tiefensuchschema fUIiG = (V,E)

unmarkall nodes init
foreachs<V do
If sis not markedhen

marks /[ makes a root and grow
root(S) /I a new DFS-tree rooted at it.
DFS(S,S)

ProcedureDFS(u,V : Nodeld) /I Explorev coming fromu.

foreach (v,w) € E do
If wis markedhen traverseNonTreeEdge(V, W)
else  traverseTreeEdge(V, W)
markw
DFS(V, W)
backtrack(U, V) /I return fromv along the incoming edge
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DFS Nummerierung

init: dfsPos=1 :1..n
root(S): dfsNum|S|:= dfsPos++

traverseTreeEdge(V,W):  dfsNum|w]|:= dfsPos—++

U<V & dfsNum|u| < dfsNum|V] .

Beobachtung:

Knoten auf dem Rekursionsstapel sind bzgl., < sortiert
—— (ree

- backwar@ @e@ @e@
----=> CI0OSS i@ i\@

= forward
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BFS «—— DFS
pro BFS:
L] nichtrekursiv
L] keine Vorwértskanten
[ ] klrzeste Wege, ,Umgebung* forward
e S e e
rreade.backward
.-~ Cross

pro DFS
[ ] keine explizite TODO-Datenstruktur (Rekursionsstapel)

[ ] Grundlage vieler Algorithmen
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10 Kurzeste Wege

Eingabe: Graph G = (V,E)
Kostenfunktion/Kantengewicht C: E — R

Anfangsknoten S.

Ausgabe:fir alle v e V
Lange (V) des kirzesten Pfades von Snach V,
U (V) :=min{c(p) : pist Pfad von Snach v}
mit c((e1,...,6)) == YK, c(g).

Oft wollen wir auch ,geeignete* Reprasentation der klrzesten Pfade.
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10.3 Kantengewichte> 0

Alle Gewichte gleich:

Breitensuche (BFS)!

TEUDUTD) - e
/ A | ---» backward
@%’@/ V% : Cross

... forward

5

N g )k
9
1
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Dijkstra’s Algorithmus: Pseudocode

315

initialize d, parent

all nodes are non-scanned

while 3 non-scanned node U with d[u] < oo
U := non-scanned node V with minimal d[V|
relax all edges (U, V) out of U

U is scanned now

Behauptung: Am Ende definiert d die optimalen Entfernungen

und parent die zugehoérigen Wege
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Laufzeit

(Noch) besser mit Fibonacci-Heapprioritatslisten:
[ insert O(1)
[1 decreasekey O(1) (amortisiert)

[1 deleteMin O(logn) (amortisiert)

TDijkstra — O(m . TdecreaseKey(n) +Nn-: (TdeleteMin (n) + Tinsert(n)))
Toijkstrarip = O(mM-1+n-(logn+1))
= O(m-+nlogn)

Aber: konstante Faktoren in O(-) sind hier groRer!
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Algorithmen Brutal — Bellman-Ford-Algorithmus
far beliebige Kantengewichte
Wir relaxieren alle Kanten (in irgendeiner Reihenfolge) N — 1 mal
Alle kirzeste Pfade in G haben héchstens N — 1 Kanten
Jeder kirzeste Pfad ist eine Teilfolge dieser Relaxierungen!
\Y;
2 () _
® V I V=Y
/ 3 o __
PS \‘/ \\\\\\\‘/‘
S=\V /
1. Runde 3. Runde

(k—=1). Rund
2. Runde
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ldeen flr Routenplanung

mehr in Algorithmen II, Algorithm Engineering

[ ] Vorwarts + Rickwartssuche

[ ] Zielgerichtete Suche

[ ] Hierarchien ausnutzen

8

[ ] Teilabschnitte tabellieren
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Minimale Spannbaume (MSTS)

ungerichteter (zusammenhangender) Graph G = (V, E).
KnotenV,n= |V|,eq.,.V ={1,...,n}

Kanten e € E, m= |E|, two-element subsets of V.
Kantengewichte c(e) € R..

Finde Baum (V, T) mit minimalem Gewicht S o1 C(€) der alle Knoten

verbindet.
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11.1 MST-Kanten auswahlen und verwerfen

Die Schnitteigenschaft (Cut Property)

Fur beliebige Teilmenge S C V betrachte die Schnittkanten
C={{uvleE:ueSveV\S}

Die leichteste Kante in C

kann in einem MST verwendet werden.
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Die Kreiseigenschaft (Cycle Property)

Die schwerste Kante auf einem Kreis wird nicht flr einen MST bendtigt
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11.2 Der Jarnik-Prim Algorlthmus
[Jarnik 1930, Prim 1957]

Idee: Lasse einen Baum wachsen

T:=0
S.= {s} for arbitrary start node S
repeatn— 1times
find (U, V) fulfilling the cut property for S
S=Su{v}
T:=TuU{(u,v)}
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11.3 Kruskals Algorithmus [1956]

T:=0 // subforest of the MST
foreach (u,v) € E in ascending order of weiglilp
If uandv are indifferent subtrees ofV, T) then
T:=TuU{(u,v)} /I Join two subtrees
return T
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11.4 Union-Find Datenstruktur

Verwalte Partition der Menge 1..Nn, d. h., Mengen (Blocks) My,. .., Mg

mit
ViZ£|]:MinMj=0 '

ClassunionFind(n : N)

Procedureunion(i, j : 1..n) @ @
¥

join the blocks containing | and | to a single block.

Function find(i : 1..n) : 1..n
return a unique identifier for the block containing |. @
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Lineare Programmierung

Ein lineares Programm mit N Variablen und M Constraints wird durch

das folgende Minimierungs/Maximierungsproblem definiert

[] Kostenfunktion f(X) =cC-X

C ist der Kostenvektor

[J mconstraints der Form a; - X < by mit>je {<, >, =1}, a € R"

Wir erhalten
ZL={xeR":Vjel.n:xj>0AViel.m:a xxjhbi} .

Sei gj die |-te Komponente von Vektor &;.
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Ganzzahlige Lineare Programmierung

ILP: Integer Linear Program, lineares Programm mit der zuséatzlichen
Bedingung X; € N.
oft: 0/1 ILP mit X; € {0, 1}

MILP: Mixed Integer Linear Program, lineares Programm bei dem

einige Variablen ganzzahlig sein missen.

Lineare Relaxation: Entferne die Ganzzahligkeitsbedingungen eines
(M)ILP
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Algorithmenentwurf mittels dynamischer
Programmierung
1. Was sind die Teilprobleme? Kreativitat!
2. Wie setzen sich optimale Losungen aus Teilproblemlésungen
zusammen? Beweisnot
3. Bottom-up Aufbau der Losungstabelle einfach
4. Rekonstruktion der L6sung einfach
5. Verfeinerungen:

Platz sparen, Cache-effizient, Parallelisierung Standard-Trickkiste

404
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Branch-and-Bound — allgemein

Branching (Verzweigen): Systematische Fallunterscheidung,

z. B. rekursiv (Alternative, z. B. Prioritatsliste)

Verweigungsauswahl: Wonach soll die Fallunterscheidung stattfinden?
(z. B. welche Variable bei ILP)

Reihenfolge der Fallunterscheidung: Zuerst vielversprechende Falle

(lokal oder global)

Bounding: Nicht weitersuchen, wenn optimistische Abschéatzung der
erreichbaren Losungen schlechter als beste (woanders)

gefundene LAsung.
Duplikatelimination: Einmal suchen reicht

Anwendungsspez. Suchraumbeschrankungen: Schnittebenen (ILP),

Lemma-Generierung (Logik),. ..
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Lokale Suche: Flexibel und einfach. Langsam aber oft gute Losungen

fur harte Probleme.
Hill climbing: einfach aber leidet an lokalen Optima.

Simulated Annealing und Tabu Search: Leistungsfahig aber

langsam. Tuning kann unschon werden.

Evolutionare Algorithmen: Ahnliche Vor- und Nachteile wie lokale
Suche. Durch geschl. Vermehrung potentiell machtiger aber auch
langsamer und schwieriger gut hinzukriegen. Weniger

zielgerichtet.



